
§1.2 数列的极限 

二、收敛数列的性质 

一、数列极限的概念 



一、数列极限的概念 

          极限概念是从常量到变量, 从有限到无限, 

 即从初等数学过渡到高等数学的关键. 

          极限的思想源远流长. 

庄子(约公元前355~275年)在《天下篇》 

 “一尺之棰,日取其半,万世不竭”. 

如图所示: 
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将每天截后的木棒排成一列，长度组成的数列为: 
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随着n无限的增加,木棒的长度构成的数列无限的趋近于零。   



          欧洲古希腊时期   “穷竭法” 

          柏拉图的学生攸多克萨斯（公元前408-355年） 

命题：“取去一半之量，再取去所余之一半，这样继续
下去，可以使所余的量小于另一个任意给定的量” 

这正是近代极限论的雏形。 
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1、数列的概念 

        如果按照某一法则,对每个nN,对应着一个确定的

实数xn,则得到一个序列 

   x1, x2, x3,    , xn ,    , 

这一序列叫做数列,记为{xn},其中第n项xn叫做数列的一

般项.  

例如 ;,2,,8,4,2  n
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注意： 

（1）数列对应着数轴上一个点列.可看作一动
点在数轴上依次取 .,,,, 21  nxxx

1x 2x
3x 4x

nx

   （2）数列{xn}可以看作自变量为正整数n的函数:                             

   Nnnfxn ,



.  时的变化趋势当观察以下数列例 n
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问题： 当    无限增大时,     是否无限接近于某一
确定的数值? 

nxn

如果是, 如何确定? 
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观察发现： 

不是无限地接近某个确定的常数，就是不接近于
任何确定的常数。 

xn的变化趋势只有两种： 

由此，得到数列极限的描述性定义如下： 



 数列极限的描述性定义： 
   对于数列{an }，如果当n无限增大（即n→∞）
时，an无限接近于一个确定的常数A，则称A为
n→∞ 时数列{an }的极限，或称数列{ an }收敛
于A．记作 
                  

 

如果数列没有极限，则称数列是发散的。 
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问题1：在数列的项无限趋近于0的过程中，实际上数
列的项也越来越趋近于常数－0.1，可为什么我们不
说该数列的极限是－0.1呢？ 

根据数列的描述性定义： 
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“无限接近”意味着什么?如何用数学语言描述

“当n无限增大时，xn无限接近于a”. 

问题2: 
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3.数列极限的精确定义： 

定义2 如果对于任意给定的正数   (不论它多么小), 

总存在正整数N,    使得对于           时的一切 Nn  ,nx

不等式 
 axn

成立. 

记为 ,lim axn
n


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或 ).(  naxn

那么就称常数a是数列 nx 的极限, 



注: 

①此定义习惯上称为极限的ε—N定义，它用两个 

动态指标ε和N刻画了极限的实质，用|xn－a|＜ε 
定量地刻画了xn  与a 之间的距离任意小，即任给 

ε＞0标志着“要多小”的要求，用n ＞N表示n充 

分大。 

②定义中的ε具有二重性：一是ε的任意性，二是 

ε的相对固定性。ε的二重性体现了xn  逼近a 时要 

 经历一个无限的过程，但这个无限过程又要一步步 

 地实现，而且每一步的变化都是有限的。 
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4.数列极限的几何意义: 

•存在 NN 当n<N时 点xn一般落在邻域a a外:  

•当n>N时 点xn全都落在邻域a a内:  

任意给邻域a a         这就表明数列xn所对应的点列除了前面有限个
点外都能凝聚在点a的任意小邻域内，同时也表明数
列xn中的项到一定程度时变化就很微小，呈现出一

种稳定的状态，这种稳定的状态就是人们所称谓的
“收敛”。 
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说明:常数列的极限等于同一常数. 

小结: 用定义证数列极限存在时,关键是任意给
定         寻找N,但不必要求最小的N. ,0



二、收敛数列的性质 

1. 有界性 

定义 ,nx对数列 若存在正数M, 

,|| 成立Mxn 数n,恒有 

称为无界. 

则称数列     有界; nx

         数轴上对应于有界数列的点     都落在 nx

],[ MM闭区间             上. 

否则, 

使得一切自然 
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有界性是数列收敛的必要条件,   
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收敛的数列必定有界. 

无界数列必定发散. 

不是充分条件. 
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定理2 每个收敛的数列只有一个极限. 
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3. 保号性 
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当n→∞      xn→a  

当n→∞    |xna|→0  

当n→∞    |xna|可以任意小, 要多小就能有多小. 

 

 

当n增大到一定程度以后, |xna|<ε,  

 

分析: 

        因此, 如果 n 增大到一定程度以后 |xna|能小于事

先给定的任意小的正数, 则当n无限增大时, xn无限接近

于常数a 

（ε为事先给定的任意小的正数） 
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数列极限的定义未给出求极限的方法. 注意： 



§1.5 函数的连续性 

一、函数的连续性 

二、函数的间断点 



一、函数的连续性 



1.增量： 

设变量 u 从初值 u0变到终值u1，其中之差 u1  u0,                                                                                                       

  称之为变量 u 在 u0处的增量，   记为: u = u1－u0. 

说明： 

（1）u 是一个整体记号,并不表示与变量u 的乘积。 

（2）u 可以取正值、负值或零.   



    2.函数的增量 

x 

y 

x0 x0+x 

y = f (x) 

)()( 00 xfxxfy 

的增量：

相应于在点函数

x
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f(x0) 

f(x0+x) 

    设函数 f (x) 在 x0 某邻域内 

有定义,        

O 

y 

x 



3.函数 y = f (x)在点x0连续的几何特征 

函数 f (x)在点x0连续 
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0x xx Δ0  x o 

y 

函数 f (x)在点x0不连续 

xΔ

0x

yΔ
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0Δ0Δ  yx 时，当： 00  yx  时，当：

函数y =f(x)在点x0连续:自变量的改变量△x→0时, 
                      函数的改变量  △y→0          

 f (x) 



 函数在点x0连续增量形式的定义: 

定 义 设 f (x) 在 点x0 的某邻域内有定义 ,  

若自变量 的改变量x, 相应地 函数的改变量  y 也趋于零 

0Δlim
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
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y
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则称 f (x) 在点 x0 处连续. 
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或

此定义用于证明函数
的连续性 



  函数连续极限形式的定义: 

设函数  y = f (x) 在 点x0 的邻域内有定义,  若 

0
0

 
lim ( ) ( )
x x

f x f x




则称函数  y = f (x) 在点 x0 处是连续的. 

此定义常用于判断
分段函数分段点
的的连续性 
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分段点两边函数表达式不同需分左右极限 
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2.求极限值： 

1.求函数值: 

需分左右极限 



4. 函数左、右连续的概念     

(2)设函数f(x)在右邻域 [x0,x0+ )内有定义.  

  若右极限 
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则称f(x)在x0点处左连续. 

(1)设函数f(x)在左邻域(x0- ,x0 ] 内有定义. 

  若左极限  

则称f(x)在x0点处右连续. 
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5.函数在闭区间上连续定义 

 若函数f(x)在开区间(a,b)内连续,且f(x)在左

端点a 处右连续,在右端点b 处左连续,则称函数   

f(x)在闭区间[a,b]上连续 . 

连续函数的图形是一条连续而不间断的曲线. 
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二.函数的间断点 
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无穷间断点 

震荡间断点 

共同
特征 

该点处的极限不存在 

第
二
类
间
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.0为函数的跳跃间断点 x
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解 

,1)1( f

 
1

lim 2,
x

f x



1

lim ( ) 2,
x

f x




2)(lim
1




xf
x

),1(f

为可去间断点。称 1x



如例6中, 

,2)1( f令

跳跃间断点与可去间断点统称为第一类间断点. 

o x

y

1

1

2

注意  可去间断点只要改变或者补充间断
处函数的定义,  则可使其变为连续点. 



三. 小结 

一、连续函数的概念 

极限形式 

增量形式 

 二、函数的间断点 
第一类间断点 

第二类间断点 



§2.1 导数的概念 

一、实际问题举例 

二、导数的概念 



一、实际问题举例 

运动员相对于水面的高度h(米)与 

起跳后的时间t（秒）存在函数关系: 

2h(t)=-4.9t +6.5t+10

奇怪的平均速度 

65
0

49
t 计算运动员在 内的平均速度？

平均速度为 0 ？ 



 如何求非匀速直

线运动的瞬时速
度速度呢？ 



引例1 自由落体运动的瞬时速度问题 

21
,

2
gt物体的运动方程是：S

0S S S  

0t
0 .t求 时刻的瞬时速度

t

如图 

0 ,t t取一邻近于 的时刻 ,t运动时间

s
v

t





平均速度 0

0

s s

t t






0 ,t t当 时 取极限得 

0
0

v lim
t

s

t 





t 时刻的瞬时速度

0.gt

0,t 即

0t t t  

解 



C B

A

C B

A



引例2  曲线切线的斜率 

圆的切线定义：与圆只有一个交点的直线。 
 

 一般曲线的切线： 

 



  

M

N ( )y f x

x

y

O

0 0( , ( ))x f x

( , ( ))x f x

x0x

T

C

1. 割线的极限位置——切线位置 



M 

N 

T 

x

:c
割线 M N 的斜率: 

   0

0

tan
f x f x y

x x x


 
 

  


y



M 

N 

T 

x

:c
割线 M N 的斜率： 

   0

0

tan
f x f x y

x x x


 
 

 



M 

N 
T 

x

:c割线 M N 的斜率： 

   0

0

tan
f x f x y

x x x


 
 

 



M N 

T 

x

:c割线 M N 的斜率： 

   0

0

tan
f x f x y

x x x


 
 

 

0x  割线趋近于切线

切线 MT 的斜率： 

   
0

0

0
0

tan lim lim
x x x

f x f xy

x x x


  


 

 



瞬时速度： 

切线斜率： 
   

0

0

0

tan lim
x x

f x f x

x x









   
0

0

0

v lim
t t

s t s t

t t






两个问题的共性: 

所求量为函数增量与自变量增量之比的极限 . 

类似的问题还有： 角速度、线密度、电流强度等 



定义1 0 0

0

( )

,

lim
x

y f x x x

x y

y

x



V

V V

V

V

设 在 的某邻域有定义，取 点处

自变量的增量为 相应函数的增量为 ，

          若 存在，

,
)(

00 xxxx
dx

xdf

dx

dy


或 0 ,f x

则称y=f(x)在x0处可导，该极限值称为y=f(x)在x0的导数， 

0
| ,x xy 

记作 

 
   0

0
0

0

lim
x

f x f x
f x

x x


 

V
即



其它形式： 

 
x

xfxxf
xf

x 






)()(
lim 00

0
0

.
)()(

lim)( 00

0
0

h

xfhxf
xf

h






 
   0

0
0 0

0

lim lim
x x

f x f xy
f x

x x x 


  

 V V



.)(,

)(

内可导在开区间就称函数处都可导

内的每点在开区间如果函数

Ixf

Ixfy 导函数 

, ( )

. ( ) .

x I f x

f x

对于任一 都对应着 的一个确定的

导数值这个函数叫做原来函数 的导函数

x

xfxxf
y

x 






)()(
lim

0
即

.
)()(

lim)(
0 h

xfhxf
xf

h





或

x I

x I

( )
, ( ), .

dy df x
y f x

dx dx
 记作 或



求导数举例 

步骤:    xfxxf 求增量：)1(

   
x

xfxxf




算比值：)2(

   
x

xfxxf

x 





00

0
lim)3( 取极限：



例1 .)()( 的导数为常数求函数 CCxf 

解 
h

xfhxf
xf

h

)()(
lim)(

0




 h

CC

h




0
lim .0

.0)( C即

例2 
3 .y x求函数 的导数

解  
   

0
lim
x

f x x f x
f x

x 

  
 



 
3 3

0
lim
x

x x x

x 

  




 
22

0
lim 3 3
x

x x x x
 

     
 

23x



二. 导数的几何意义 

o x

y

T

0x

1.几何意义 

)(,tan)(

,

))(,(

)()(

0

00

0

为倾角

即切线的斜率

处的在点

表示曲线





xf

xfxM

xfyxf

切线方程为: 

法线方程为: 

 0f x

  000 xxxfyy 

 
 0

0

0

1
xx

xf
yy 






例3 

.,

)2,
2

1
(

1

方程和法线方程并写出在该点处的切线斜率

处的切线的在点求等边双曲线
x

y 

解 由导数的几何意义,  得切线斜率为 

2

1



x

yk
2

1)
1

(



xx

2

12

1




xx
.4

所求切线方程为 

法线方程为 

),
2

1
(42  xy

),
2

1
(

4

1
2  xy

.044  yx即

.01582  yx即



§2.5 函数的微分 

一、微分的概念 

二、微分的几何意义 

三、微分的计算 



1. 微分诞生的背景 

   在工程技术中，常会遇到这类问题 


060

cmR 75

？，扇形面积改变了多少增加 cmR 125.0

当自变量有微小的增量时， 
计算函数的相应的增量。 

用简便的计算方法来计算增量
的近似且又有较好的精确度？ 

360

2Rn
S




一、微分的概念 



2.引例 求正方形金属薄片受热后面积的改变量. 

83 

,00 xxx 变到设边长由

,2xA 正方形面积
2

0

2

0 )( xxxA 

.)(2
2

0 xxx 

.2 0 xxA 即

的主要部分；且为 A

的次要部分；且为 A

很小时可忽略. 

x当

0x

0x

x

xx 0
x

2

0xA 

(1) 

xx 0

(2) 

 2
x

的线性(一次)函数, x(1) 的线性(一次)函数, x(1) 

的高阶无穷小, x(2) 



一般函数 

)(2 0 xoxxA 

)( xoxAy 

xAy 

既容易计算又是较好的近似值 

特殊函数 

很小时，x

 对一般函数 
则无论在理论分析上还是在实际 

 如果存在这样的 
近似公式, 

应用中都是十分重要的. 

), ( x f y  

2xA 

 xfy 



定义 

x0x 0x x 

( )y f x

y

设函数 ( )y f x 定义在点 0x 的某邻域 0( )U x 内， 

当给 0x 一个增量 x ， 0 0( )x x U x  

相应地函数的增量为 

0 0( ) ( )y f x x f x    
  

如果存在常数A， 使得 y 能表示成 

( )y A x o x    

则称函数 ( )y f x 在点 0x 可微， 

称A x  为函数 ( )y f x 在点 0x 相应于自变量 

增量 x 的微分， 记作
0x xdy  或 0( ),df x    .d 0 xAxf 



定理 

)(,)(

)(

00

0

xfAxxf

xxf

且处可导在点

可微的充要条件是函数在点函数

  满足什么条件的函数是可微的呢？ 
 微分的系数A如何确定呢? 

 微分与导数有何关系呢? 

下面的定理回答了这些问题. 



有关和与 xx 

若函数 ( )y f x 在区间 I 上每一点都可微，

则称 f 为I上的可微函数。 

3. 可微函数 

函数 ( )y f x 在 I 上任一点x处的微分，称

为函数的微分，记作dy或 ( ),df x  

即 ( )dy f x x  ，x I  



解 

 ,    d .y x y已知 求例1 

  ,1)(d xxxxy 

    ,  故得由于 xy 

  .d xx 即

上例表明: 自变量的增量就是自变量的微分： xx d

.)( dxxfdy  ).(xf
dx

dy


".". 微商导数也叫该函数的导数

之商等于与自变量的微分即函数的微分 dxdy



4. 概念深化 

问题1： 微分定义中，使用Δy的线性函数AΔx来近似
代替数Δy，可以看成是等价无穷小替换吗？ 

问题2: 微分定义中，Δ和d有区别吗？ 

对于微分符号的说明：Δ-deirta为希腊字母，表示“
差”，d为罗马字母，differentias表示“差”的含义
，取第一个字母，这是德国数学家创立的符号。Δx和
d的思想含义是相同的，都是分割的意思。莱布尼茨从
几何学的观点出发，而他创立的符号系统十分先进，
既表达了概念，又便于计算。 

问题3: 微分与导数的区别与联系 

微分是个无穷小量，导数反映的是变化率，这是
两者的区别。 
若使用增量的线性主部的方法求微分，计算往往
很难，但是，使用公式dy=f′（x）dx，则很容易
计算微分，微分中涉及的增量与变换率有关，这
是两者的联系。 
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y当

(如图) 

yd

xxfy d)(d 0


二、微分的几何意义 

对应的增量, 

增量时; 

是曲线的纵坐标 

就是切线纵坐标 

xtan PQ yd
0x xx 0

N

P

Q

)( xo 
y

dyM



x

x

y

O

 xfy 



        几何上,  函数 y = f (x) 在点 x 处的

微分表示为: 相应于自变量 x 的增量 

x,  曲线y = f (x) 在点 P(x, y) 的切线上

纵坐标的增量. 



例2 

解 

,d)2(,d)1(,
2

3




x
yyxy 求

2
3xy 

02.0
2d)3(



x

xy


.24.0
02.0

2

2

02.0
2 3d)3(





 

x
x

x
x xxy





xxy )(d)1(
3  xx  2

3




xxy
xx


2

2

2
3d)2( x12
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三、微分公式与运算法则 

   微分的基本公式与导数的基本公式相似    

微分的基本求法 

函数的导数, 乘以自变量的微分. 

    d dxxfy 



94 

1. 基本微分公式 

xxxxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

xxxC

dcotcsc)(cscddtansec)(secd

dcsc)(cotddsec)(tand

dsin)(cosddcos)(sind

d)(d0)(d

22

1







  
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x
x

xx
x

x

x
x

xx
x

x

x
x

xx
ax

x

xeexaaa

a

xxxx

d
1

1
)cotarc(dd

1

1
)(arctand

d
1

1
)(arccosdd

1

1
)(arcsind

d
1

)(lndd
ln

1
)(logd

d)(ddln)(d

22

22



















2. 运算法则 

2

dd
d

dd)(d

dd)(d

v

vuuv

v

u

vuuvuv

vuvu
















))(),(( 均为可导函数xvvxuu 




 y

y

x d
lim

0



 )(

1

0xf 


有时当 ,0)()1( 0  xf





)(

1

0xf

,0, 时当从而 x

y

x



 0
lim



)( 0xf  .1

).d(d yoyy .d~ yy

x

y

x 



 0
lim




).0( x当

 微分的实质 

的是又由于 xxxfy )(d 0


 线性主部. 

 主部, 

 所以在  条件下, 0 ) ( 0 
  x f 

  xxf 
0

 线性函数, 

的是称 yy d



§3.3 曲线的凹凸性与拐点 

一、曲线的凹凸性 

二、曲线的拐点 



一、曲线的凹凸性 

设一个函数单调增加,  

你能画出函数所对应的曲线图形吗? 

O x

y

A

B? ! 

. 

. 

问题：  



将这种问题称为曲线 (函数)的凹凸性问题 . 

研究这种曲线的弯曲方式
具有很多实际意义 



O x

y
)(xfy 

O x

y )(xfy 

观察：以下曲线的弯曲方式  

弦在弧上方  弦在弧下方  



O x

y

P

Q
)(xfy 

2x1x

     ,)(  I ,    2121 恒有如果 xxxx 

) )()((
2

1
) 

2
 ( 21

21 xfxf
xx

f 


成立 , 则称曲线 )(xfy  在区间 I 上是凸的 ; 

定义 

凸 

2

21 xx 



O x

y

P

Q

)(xfy 

1x 2x

    ,)( I ,    2121 恒有如果 xxxx 

) )()((
2

1
) 

2
 ( 21

21 xfxf
xx

f 


成立 , 则称曲线 )(xfy  在区间 I 上是凹的 . 

定义 

凹 

2

21 xx 



问题：如何判断曲线的凹凸性？ 

x

y

o

设曲线弧上凹 

 单调递增xf 

  0 xf



问题：如何判断曲线的凹凸性？ 

x

y

o

设曲线弧上凸 

 单调递减xf 

  0 xf



反之，能否用二阶导数的符号来判断曲线的凹凸？ 

答案是肯定的 

定理(曲线凹凸的判定法)    

设函数y=f(x)在[a,b]上连续，在(a,b)内二阶可导，则 

(1) 若在(a,b)内                ，则曲线弧y=f(x)在[a,b]上为

凹的. 

  0 xf

(2) 若在(a,b)内                ，则曲线弧y=f(x)在[a,b]上为

凸的. 

  0 xf



判别凸凹性主要是对 

))()((
2

1
21 xfxf 

) 
2

 ( 21 xx
f


进行比较. 

有什么公式能把以上的函数值与 

函数的二阶导数联系在一起呢? 

泰勒公式 

分析： 



  .  )  ,(    , ) ]  ,[ ()(  内有二阶导数在设 babaCxf 

, )  ,( ,  21 baxx  则令   , 
2

  21
0

xx
x




22
    2121

101

xxxx
xxx







22
 1221

202

xxxx
xxx







)(    0102 xxxx 

2

0000 )(
! 2

)(
))(()()(    xx

f
xxxfxfxf 





由泰勒公式

2

01
1

01001 )(
! 2

)(
))(()()(        xx

f
xxxfxfxf 





有

2

02
2

02002 )(
! 2

)(
))(()()( xx

f
xxxfxfxf 






证明： 



  .         ,        , 202101 之间与在之间与在其中 xxxx 

  2

0121021 )))(()(()(2)(      xxffxfxfxf  于是

  2

0121021 )))(()(()(2)(          xxffxfxfxf  即

    , )  ,(  , 0)(  则若 baxxf 

     , 0)(2)( 021  xfxfxf
2

21
0

xx
x




   . ))()((
2

1
) 

2
 (                 21

21 xfxf
xx

f 


即

 )(   , )  ,(  , 0)(  xfybaxxf  曲线时故

  .  ]  ,[ 上是凹的在区间 ba









凸



.  
1

 的凹凸性判别曲线
x

y 

  . ) ,0()0 ,(    函数的定义域为

, 
2

    , 
1

    
32 x

y
x

y 因为

 ,  
1

  , 0  ,  )0 ,(    为凸的时所以
x

yyx 

 .  
1

  , 0  ,  ) ,0( 为凹的时
x

yyx 

例1 

解： 



所给曲线在               内为连续曲线弧.由于 解 

判定曲线弧           的凹凸性. 例2 3xy 

  ,

,3 2xy  , 6xy 

00  xy ，得令

  0,,0  yx

  0,0,  yx    , 0- 3 上为凸的，在故  xy

   , 0, 3 上为凹的在故  xy



O x

y

3xy 

  .  )0  ,0( 是曲线凹凸性的分界点点

如图 



二、曲线的拐点 

定义   连续曲线弧上的凹弧与凸弧的分界点，

称为该曲线弧的拐点. 

O x

y



)(xgy 

如何寻找曲线的拐点呢？ 分析 



求拐点的一般步骤： 

; )(  )(    ) 1 ( 或确定讨论区间的定义域求 xf

nxxx

xfxf

21,                         

;  )(  0)()2( 不存在的点的点和求出 

。确定该点是否出现拐点

两侧的符号，以判断二阶导数在上述点   )3(



 求曲线弧                                      的拐点。 例3 10126 234  xxxy

所给函数的定义域为 解 

可知所给曲线弧在(-∞,1)(2, +∞)  

为凹的，在(1,2)内为凸的. 

拐点为点 (1,－3)与点 (2,6). 



§4.1 不定积分的概念与性
质 

二、原函数与不定积分的概念 

一、实际问题举例 

三、不定积分的性质 



一、实际问题举例 

       研究物体运动需要知其位移函数。实际问题中，确

定质点位移函数常常是不便的，较方便的倒是测定质点

运动的速度。 

 
),(tvv 已知速度：

？求位移函数 )(tss 

已知速度求路程 引例1 



已知斜率求曲线 引例2 

在船舶制造中，需根据船体表面受力情况选择船体形状  

y = f( x ). 

切线方向就是 f ( x )的方向，若能根据流体力学原理确

定沿 f ( x )方向的阻力的大小，则可选择船体形状。 

抽象成一般问题就是：

已知 f ( x )，求 f( x ) 



引例3 

    水池有 100 L 溶有污染物的水溶液，其中污染物为 

15kg. 现用清水冲洗，每分钟注入清水 5 L，混合均匀

溶液每分钟流出 4 L ，求: 水池中的污染物的量 W 随时

间 t 变化的函数式 W = W( t )？ 

 
   d[lnW( t )]=  d[-4ln( t + 1000 )+ C  ] 

     C  = ln( 15  1012 

). 

 
 4

12

1000

1015






t
tW

   的实例求由微分 xfdxxf 



小结： 

从数学的观点来看，实际应用中会遇到这样
一类问题： 

已知一个函数的导数f ( x )或者微分f ( x )d x， 

要求函数 F( x ),使得      F ( x )= f( x ) 

这正是微分法的反问题，也是积分学的第一
个基本问题. 



2、原函数的概念 

如果在区间I 内，定义： 可导函数 )( xF 的

即 Ix  ，都有 )()( xfxF 

或 dxxfxdF )()(  ，那么函数 )(xF 就称为 )(xf

导函数为 )( xf ，

或 dxxf )( 在区间I 内原函数.

例 )(sin x xcos 知 

xsin 是 xcos 上的一个在 ),(  原函数. 



(1)  是否任何一个函数都存在原函数？ 

问题：  

（2）如果原函数存在，是否唯一，如果不唯一， 

     那么这些原函数有什么关系？ 



   研究发现，并非任何函数总存在原函数。为说明这 

一结果，可考察如下的例： 

(1) 原函数的存在性  

例：讨论符号函数                       的原函数。     

0     1

0     0

0   1

sgn
















x

x

x

xy

练习：任何函数均不可能成为符号函数 sgn( x )在 

 R 上的原函数。 

x  

y 

O  

F( x )=  x . 



 若函数 ƒ(x) 在区间 I上连续,   则 ƒ(x) 在区间  

I 上的原函数一定存在. 

原函数存在定理： 



(2) 原函数的唯一性  

（1）若                         ，则对于任意常数     ， )()( xfxF  C

CxF )( 都是 )(xf 的原函数.

（2）若           和          都是           的原函数， )(xF )(xG )(xf

则 CxGxF  )()( （   为任意常数） C

证   )()()()( xGxFxGxF 




0)()(  xfxf

CxGxF  )()( （   为任意常数） C



3、不定积分的概念 

任
意
常
数 

积
分
号 

被
积
函
数 

在区间I 内，

CxFdxxf  )()(
被
积
表
达
式 

积
分
变
量 

函数 )( xf 的带有任意

常数项的原函数称为 )(xf 在区间I 内的

不定积分，记为 dxxf )( .

若 )()( xfxF  . 



★ 定积分的概念：要注意区别原函数与不

., 元素前者是这集合中的一个后者是一个集合

若 )()( xfxF  . .)()( 是错误的则   xFdxxf

解 

例   求 .
1

1
2


dx

x

  ,
1

1
arctan

2
x

x







.arctan
1

1
2 


 Cxdx

x



由不定积分的定义，可知有下述关系成立： 

  dxxf
dx

d
)(  ])([ dxxfd

  dxxF )(  )(xdF

结论： 微分运算与求不定积分的运算是互逆的. 

),(xf ,)( dxxf

  CxF    CxF 



4、不定积分的几何意义 

          若y = F(x)是函数 y=ƒ(x)的一个原函数,  称 y = 

F(x) 的图形是ƒ(x) 的一条积分曲线; 

o x 

y 

x 

y=F(x) 
{ |c| 

所以它对应的图形是一族曲线  而 

称它为积分曲线族, 

    CxFdxxf 



例  求过点(1, 3) , 且其切线斜率为 2x 的曲线方程 .    

即f(x)是2x 的一个原函数.  

因为所求曲线通过点(1, 3)，  

故         31C，C2。  

于是所求曲线方程为yx22。 

所以 y=f(x)x2C.   

2  1  O  1  2  x 

2  

1  

1  

2  

 y 

yx2+2  

yx2 
(1, 3)  
      ． 

设所求的曲线方程为 yf(x)，则  

               y f (x) 2x，  

因为 Cxxdx 
22



§4.1 定积分的概念 

一、实际问题举例 

二、定积分的概念 



一、实际问题举例 

以往我们会计算一些规则的平面图形的面积 



如何求这些
不规则图形
的面积？ 



ba

A

B

x

 xfy 

x

y

O

 xfy 

曲边梯形: 

如何求曲边梯形的面积 A. 问题 ： 

案例1  求曲边梯形的面积  



x

y

O

A 面积 A=？ 

x

y

O x

y

O

A1 A2 =？ 

=A1 A2 

曲边梯形 



R

1、割圆术： 

——刘徽 

方法：用正多边形的面积无限逼近圆面积 

正四边形的面积 
1A

正六边形的面积 2A

正十二边形的面积 A3 
极限 

圆面积A 

启发： 



a b x 

y 

o a b x 

y 

o 

思路：用已知代未知，利用极限由近似到精确。 

        一般地，小矩形越多，小矩形面积和越接近曲

边梯形面积． 

（四个小矩形） （九个小矩形） 



ba

A

B

x

 xfy 

A

x

y

O

 xfy 

引例1：求曲边梯形的面积的步骤：  

1x 1ix ix 1nx

x

y

 xfy 

Ⅰ 分割 

在[ , ]a b 内插入 1n 个 

分点，即: 

0 1 1n na x x x x b     L  

（化整为零） 



ba

A

B

x

 xfy 

A

x

y

O

 xfy 

1x 2x 1ix ix 1nx

x

y

 xfy 

x

y

 xfy 

ba

A

B

1x 2x 1ix ix 1nx

i


Ⅱ  近似(不变代变) 

 if 

引例1：求曲边梯形的面积的步骤：  

用小矩形的面积近似

代替相应小曲边梯形

的面积，即 

，  ( )i i iA f x     

   



x

y

 xfy 

ba

A

B

1x 2x 1ix ix 1nxx

y

 xfy 

x

y

 xfy 

ba

A

B

1x 2x 1ix ix 1nx

ba

A

B

x

 xfy 

S

x

y

O

 xfy 

1x 2x 1ix ix 1nx
i

 i


Ⅲ 求和(积零为整) 
引例1：求曲边梯形的面积的步骤：  

则曲边梯形的面积

近似等于 n 个矩形

面积之和，即 

 
1

( )
n

i i

i

A f x


    

  



ba

A

B

A

x

 xfy 
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O

x

y

 xfy 

ba

A

B

1x 2x 1ix ix 1nxx

y

 xfy 

x

y

 xfy 

ba

A

B

1x 2x 1ix ix 1nx x

y

 xfy 

ba

A

B

1x 2x 1ix ix 1nx

Ⅳ 取极限(无限逼近) 

ba

A

B

x

 xfy 

S

x

y

O

 xfy 

引例1：求曲边梯形的面积的步骤：  

设 1max{ nx x   K   

即小区间的最大宽度 
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A

B

x

 xfy 

A

x

y

O

 xfy 

1x 2x 1ix ix 1nx

ba

A

B

x

 xfy 

A

x

y

O

 xfy 

ba

A

B

x

 xfy 

S

x

y

O

 xfy 

1x 2x 1ix ix 1nx
i


i



1x 2x 1ix ix 1nx

分割 

取近似 

求和 

取极限 

i


ba

A

B

x

 xfy 

A

x

y

O

 xfy 



ba

A

B

x

 xfy 

S

x

y

O

 xfy 

1x 2x 1ix ix 1nx
i


i



1x 2x 1ix ix 1nx

分割 

取近似 

求和 

取极限 

引例1 求曲边梯形的面积  
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B

x

 xfy 

S

x

y

O

 xfy 

ba

A

B

x

 xfy 

S

x

y

O

 xfy 

1x 2x 1ix ix 1nx
i



ba

A

B

x

 xfy 

S

x

y

O

 xfy 

ba

A

B

x

 xfy 

S

x

y

O

 xfy 

0
1

lim ( )
n

i i

i

A f x







  



引例2  变速直线运动的路程 

尝试：用求解曲边梯形面积的方法求解该问题 

1T 2T t

分割 近似 求和 取极限 方法： 

 =v v t速度

设某物体作变速直线运动，已知速度 v v t ( )

是时间段[ , ]T T1 2 内对 t 的连续函数，且v t( )  0．求

在这个时间段内物体经过的路程 S． 

（类比解决） 



引例2：求变速直线运动路程的步骤：  Ⅰ 分割（化整为零） 

1T 2T t

i


1
t

1i
t

i
t

1n
t

 v t

1i i it t t   

 iv 

将时间段  1 2,T T 分成 n

个小时间段 

Ⅱ 近似(不变代变) 
( )i i iS v t       

( 1,2, , )i n K  

is
Ⅲ 求和(积零为整) 

S 
1

( )
n

i i

i

v t


      

Ⅳ 取极限(无限逼近) 

令 1max{ nt t   K   

0
1

lim ( )
n

i i

i

S v t







  



以上上二例的共性: 

分割 

(化整为零) 

近似 

(不变代变) 

求和 

(积零为整) 

取极限 

(无限逼近) 

i

n

i

i xfS  



)(lim

1
0


面积: 

i

n

i

i tvL  



)(lim

1
0


路程: 



设 f(x)在 ],[ ba 上有定义。  

记 },,,max{ 21 nxxx   ，

在 ],[ ba 中任意插入分点 

把 ],[ ba 分成小区间， 

任取 ],[ 1 iii xx  ， 

二、定积分的定义 

定义 

作乘积  ii xf )(   ( 1,2, )i n K  

并求和   ii

n

i

xfS  


)(
1

 ， 

 

若， 总有 S 趋于 确定的极限 I， 

记作 则称 I 为 f(x) 在[a,b]上的定积分， 

（Ⅰ分割） 

（Ⅲ求和） 

（Ⅳ 取极限） 

（Ⅱ近似） 



 
b

a
Idxxf )(

ii

n

i

xf 



)(lim

1
0




被
积
函
数 

被
积
表
达
式 

积
分
变
量 

即 

积分上限 

积分下限 

积分和 



注： 

（1） 积分仅与被积函数及积分区间有关， 
        


b

a
dxxf )( 

b

a
dttf )( 

b

a
duuf )(

（2）定义中区间的分法和 i的取法是任意的. 

而与积分变量的字母的选择无关. 
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引例1： 

引例2： 

 
b

a
dxxf  

b

a
dxxf

 
2

1

T

T
dttv 

2

1

T

T
dttv

   利用定积分的定义，在第一部分求解的这两个
量都可以统一成定积分: 



三、定积分的几何意义: 

为曲边梯形的面积 

为曲边梯形面积的负值 



即  各部分面积的代数和 



利用定积分的几何意义，可知 

例1    已知 

A2 

1 

2 

y=1-x/2 

解： 



五、小结 

１．定积分的实质：特殊和式的极限． 

２．定积分的思想和方法： 

分割 化整为零 

求和 积零为整 

取极限 精确值——定积分 

求近似：以直（不变）代曲（变） 

取极限 

3．定积分的几何意义 



§5.2 牛顿-莱布尼茨公式 

一、实际问题举例 

二、积分上限的函数及其导数 

三、牛顿-莱布尼茨公式 
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一、实际问题举例 





实际问题中的所求量: .d)(
b

a
xxfU


1

0

2 d xx

必须寻找计算定积分的简便的新方法！ 

用定义计算 



启发： 

 ;tss 位置函数  tvv 速度函数

  ？内经过的路程计算小球在时间间隔 STT 21,

(1）用s(t)计算[T1,T2]内的位移s?-    12 TsTss 

(2）用v(t)计算[T1,T2]内的位移s? 
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   tvts 而

你能将上述结论推广成一般形式吗？ 
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二、积分上限的函数及其导数 

设 f x( ) 在[ , ]a b 上 ..tc ， x a b[ , ]， 

考察 f x dx
a

x

( )  

1、 f x( ) 在[ , ]a b 上 ..tc ， 故 f x dx
a

x

( )   

x既是上限又是积分变量， 

又定积分与变量字母无关， 

以免混淆，记为 f t dt
a

x

( )    (*)  



2、若 x在[ , ]a b 内变动，则取定一个 x 值，定积分

f t dt
a

x

( ) 便有一个对应值。 

所以上式实际上定义了一个在 ],[ ba 上的函数。 

并记为( ) ( )x f t dt
a

x

       ( )a x b   

称        为积分上限函数。 
x

a
dttf )(



积分上限函数具有以下性质： 

定理 4.3：若 )(xf 在[ , ]a b 上 ..tc ，则( ) ( )x f t dt
a

x

   

在[ , ]a b 上可导，且它的导数是： 

)()()( xfdttfx
x

a








     ( )a x b   



定理 4.4：若 f x( ) 在[ , ]a b 上 ..tc ，则 
x

a
dttfx )()(  

是 f x( ) 的一个原函数。（原函数存在定理） 

1、连续函数的原函数是存在的； 

2．揭示了定积分与原函数之间的联系。 

该定理说明：  



三、牛顿-莱布尼茨公式 

定理 4.5：若 F x( )为 ..tc 函数 f x( ) 在[ , ]a b 上的 

一个原函数，则  
b

a
aFbFdxxf )()()(  

----牛顿—莱布尼兹公式 

        牛顿－莱布尼茨公式提供了计算定积分的简便

的基本方法，该公式把计算定积分归结为求原函数

的问题，揭示了定积分与不定积分之间的内在联系. 

常记为： )()()()( aFbFxFdxxf b

a

b

a


该定理称为微积分基本公式。 



解： 

求 x dx2
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例2 

解： 



例3  求 3
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解 因为

所以
 


